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L’objet de cette note est de décrire les principales méthodes d’estimation des
parametres d’'un modele de réponse a 'item. Nous considérerons successivement
différentes classes de modeles, précisemment :

EMYV conjointe. Commengons dans un premier temps par la méthode JMLE [1].

P I
Lymr(B,0) = H HPT(Ypi = Upi)
p=1i=1

Le principal désavantage de cette méthode est que les estimateurs des parametres (des items) ne sont
pas consistants, car le nombre de parametres augmente avec la taille de ’échantillon!. Cet inconvénient est
flagrant dans un contexte descriptif ou I’on cherche a calibrer un instrument de mesure.

C’est la méthode utilisée par Bigsteps.

EMYV conditionnelle. Dans le cas du modele de Rasch, on dérive comme statistique “suffisante” pour
effet spécifique de 'individu (,) le score total s, = Zle Ypi [2]. Apres conditionnement, la probabilité
d’observer un certain profil de réponse ne dépend pas de leffet lié a l'individu, mais seulement de cette
statisque suffisante. Par conséquent, l'effet spécifique lié & l'individu disparait de la vraisemblance dite
conditionnelle :

P
Lemi(B) = H Pr(Ypr = yp1s- -, Yor = ypr | sp)
p=1

La vraisemblance conditionnelle est maximisée par rapport a 3.

Les estimateurs obtenus par cette méthode sont consistants [3], mais cette technique présente tout de
méme quelques désavantages, notamment dans un contexte de mesure. En effet, aucune inférence n’est
possible sur la variable individu?.

Cette méthode ne peut pas étre utilisée avec des modeles a 2 parametres puisque ceux-ci n’incluent pas
de statistique suffisante pour les parametres liés aux individus (i.e. ce ne sont pas des GLMM).

Cette méthode d’estimation est disponible dans le package eRm de R.

EMYV marginale. Dans cette approche, on considere les effets liés aux individus comme des tirages aléa-
toires effectués dans une densité de probabilité définie sur la population des individus. Cette densité, notée
g(6y, | ¥), est caractérisée par un vecteur de parametres de population inconnus, ¢, qui doit étre estimé
comme les parametres des effets fixes §;. La vraisemblance & maximiser s’exprime sous la forme :

P 400 I
Lymi(B,¢) = H/ HPT(YM = Ypil0p)g(0p | ¥)d0,
p=177"° =1
Si la densité est discrete, I'intégrale doit étre remplacée par une somme.
En fonction des hypothéses sur la densité de probabilité théoriques (non observée) des effets aléatoires,

on distingue trois cas de figure :

(a) I'approche non-paramétrique,

(b) lapproche semi-paramétrique,

1 o R . .
chaque nouvel individu apporte un parameétre suppélmentaire
Une solution possible consisterait & considérer les parameétres liés a la variable item (aprés estimation) comme des valeurs

connues, et de les utiliser dans la vraisemblance conjointe



(¢) T'approche paramétrique.

(a) Dans le cas le plus général, 'EMV non-paramétrique ou entiérement semi-paramétrique [4] ne suppose
aucune hypothese sur g(6, | 1) — celle-ci n’est tout simplement pas spécifiée. Dans ce cas, il a été montré
que l'estimée de la fonction de distribution G(6, | ¥) est une fonction en escalier avec un nombre fini de pas.
(b) Dans la méthode d’estimation semi-paramétrique, la position des pas est supposée connue mais les masses
de probabilité en ces points définis doivent étre estimés. (c¢) Dans la méthode d’estimation paramétrique, la
densité de probabilité g(6, | 1) est choisie comme étant une densité paramétrique dont les parametres sont
a estimer. Dans la plupart des modeles, on supposera g(, | ¥) ~ N(0;0?) (o inconnu).

On notera qu’en assumant que les parametres spécifiques des individus sont échantillonnés aléatoirement,
le modele initial dispose d’un parametre supplémentaire. Si le modele n’ajuste pas les données de maniere
satisfaisante, cet écart peut étre du au fait que la distribution postulée ne décrit pas correctement la vraie
distribution des effets aléatoires. Dans ce cas, il est possible d’utiliser un mélange de lois normales comme
distribution théorique pour les effets aléatoires.

Considérons 'EMV marginale avec une distribution normale des effets aléatoires. Soit ¢(6, | pe, 02,
ol up désigne la moyenne (fixée & 0 par convention) et o3 la variance inconnue. La probabilité d’un profil
de réponse yp généré par la personne p sur l'ensemble des I items, conditionnellement a 6, est notée
P(yp | 8,0p), ot B est un vecteur de dimension I contenant les effets fixes (un par item). Pour le modele
de Rasch, Pr(y, | 8,6,) = Hle Pr(yp: | 8,0,) (avec Pr(yy; | 8,60,) = 7 si yp; = 1), mais ce n’est pas vrai si
I’hypothese d’indépendance n’est pas vérifiée.

La vraisemblance marginale a optimiser s’écrit :

P

L(B.03) = H (B.03) = H/Prypw, )60, | 0,02)d6,,

ou L,(8, 03) désigne la contribution de la personne p a la vraisemblance marginale. On utilise généralement
le logarithme pour faciliter la maximisation de la fonction. Notons que pour la plupart des modeles ren-
contrétrés, ce type d’intégrale ne possede pas de solution analytique (& la différence de celle apparaissant
dans les modeles mixtes).

Il y a deux types d’approches a ce probleme : la premiere consiste a approximer I'intégrale avec des
éthodes d’intégration numérique, tandis que la seconde consiste a approximer l'intégrande de sorte que
I'intégrale posséde une solution analytique [5].

La premiere technique utilise une approximation de la vraisemblance, et on peut distinguer quatre
manieres de procéder, comme indiqué ci-dessous :

(a) directe (b)  indirecte
(¢) déterministe (d) stochastique

Méthode directe. Avec la méthode directe (a), on utilise une regle d’intégration numérique spécifique
(approche déterministe, ¢). Dans le cas unidimensionnel, 'intgrale est remplacée par une somme finie d’aires
rectangulaires qui permet d’approximer l'aire sous la courbe de l'intégrande. Comme les effets aléatoires
sont supposés étre distribués selon une loi normale, la méthode de Gauss-Hermite est la plus communément
adoptée. L’approximation selon cette méthode donne :

Ly(8.02) = / Pr(y, | 5.0,)6(0, | 0,03)d0,

M
W
~ E Pr(yp ‘ ﬂv \/§O'gqm) "L’
m=1 ﬁ

ol ¢, et w,, sont les m-ieme abscisses et poids de quadrature, respectivement. Les abscisses pour une quadra-
ture gaussienne sont distribués et pondérés de maniere optimale de sorte qu’avec M points 'approximation
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est exacte si la fonction Pr(y, | 5,6,) est polynomiale de degré 2M — 1 ou moins. Les abscisses et les poids
peuvent étre trouvés dans [6] (cf. également [7], § 4.5).

Dans l'intégration numérique par la méthode de Gauss standard, les abscisses sont normalis$ (et re-
centrés, mais ce dernier point n’a pas d’influence car la moyenne de population est 0) de sorte qu’ils couvrent
I’ensemble du domaine de la distribution de la population. Mais cette normalisation est identique pour
chaque individu p, ce qui n’est pas toujours le plus pertinent. En revenant & la forme de l'intéégrande,
Pr(y, | 3,0,)6(0, | 0,02), on constate qu’il s’agit de la distribution a posteriori (non normalisée) de 6,, fonc-
tion des données et des parametres des effets fixes. Si la valeur pour I'individu p est extréme (e.g. presque
que des 1 ou des 0), la distribution a posteriori de 8, le sera également et déviera fortement de la distribution
de la population, qui concentre plus de masse dans la région ol sont localisées les valeurs modérées de 6,,.

En conséquence, il serait plus approprié d’effectuer une normalisation (et un recentrage) indiviudelle.
C’est en substance l'idée de intégration numérique gaussienne adaptative [8]. Pour chaque individu, on cal-
cule une estimation empirique bayésienne de 6, (i.e. ép) ainsi que la variance asymptotique de cet estimateur.
Ces deux quantités sont calculés a partir de I'estimation actuelle des effets fixes en fonction des données.
Ensuite, on peut réécrire la contribution de I'individu p & la vraisemblance marginale sous la forme :

Ly(8.02) = / Pr(y, | 6,0,)0(0, | 0,02)d0,

_ / Pr(yp | ﬂ,ﬁp)gb(@p | 07‘73)
¢(9P | épa%g)

(25(917 | épa %i)dgzn

ol %5 est la variance asymptotique de I'estimateur empirique de Bayes. Dans ce cas, ¢(0, | épﬁ'g) est la
distribution qui détermine la position et les poids des points de quadrature au lieu de ¢(6, | 0, 03). Ceci
signifie que l'estimateur empirique de Bayes ép doit étre ajouté aux points ¢,,, et les points doivent étre
multipliés par \/ﬁi'p.

L’intégration gaussienne adpatative nécessite moins de points de quadrature car elle se concentre dans
la région d’intérét du continuum. Le prix a payer est que 'estimateur empirique de Bayes doit étre évalué
a chaque étape de l'algorithme, ce qui augmente bien évidemment le temps de calcul. On préferera donc
souvent une regle d’intégration numérique réguliere 3.

Les deux principaux algorithmes permettant de maximiser la fonction de vraisemblance approximée
(obtenue & partir d’une intégration adaptative ou non) sont ’algorithme de Newton-Raphson et le score de
Fisher.

Une méthode alternative consiste a utiliser une intégration de type Monte Carlo. L’intégrale sur la
distribution des effets aléatoires peut étre vue comme I’espérance de la fonction Pr(y, | 5,6,) sur la variable
aléatoire 6, distribuée normalement :

Lp(ﬂa Ug) = /Pr(yp ‘ B,0,)9(0, | Ovag)dep = E(Pr(yp ‘ B,0p))-

Une espérance peut étre estimée en tirant un échantillon aléatoire et en calculant sa moyenne empirique.
Cela signifie que M valeurs de 6, sont tirés de la population, et par conséquent la quantité suivante est
calculée :

M
1 m
Ly(B,08) = 57 > Prlyy | 5,05"),
m=1

avec ngm) la valeur de 6, au point m. Cette procédure est I’équivalent stochastique (d) de I'intégration gaussi-
enne avec recentrage et normalisation (i.e. non adaptative). L’intégration gaussienne adaptative possede
également sa contrepartie stochastique [8], mais dans ce cas les tirages de 6, s'effectue dans la distribution

¢(Op | Op, 75)-
Méthode indirecte. Dans le cadre des méthodes indirectes, 'optimisation de la (log)vraisemblance

est transférée a une autre fonction pour laquelle on peut montrer que sa maximisation conduit & une augmen-
tation de la vraisemblance marginale initiale. L’algorithme de maximisation indirecte le plus courant et qui

3 Les deux méthodes donnent en général des résultats comparables dans le cas du modele de Rasch [1], § 2
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est appliqué dans le cadre des modeles a effets aléatoires est 1’algorithme EM (“Expectation-Maximization”)
[9].

Dans 'algorithme EM, ’ensemble des effets aléatoires de tous les individus 6 = (0y,...,0p) sont con-
sidérés comme des données manquantes et, avec les données observées y = (yi,|dots,yp)’, ils forment
les données completes. Les effets aléatoirses sont manquants et donc ne sont pas observés, de sorte qu’a
chaque étape de l'algorithme, on commence par calculer la valeur attendue de la vraisemblance des données
completes, étant données les valeurs observées et les estimations des effets fixes 3 ¢ et o3 °ld obtenues a
I’étape précédente, et des données observées. Il s’agit de ’étape E. Ensuite, la log-vraisemblance attendue
est maximisée : c’est I’étape M. Chaque itération de l'algortihme EM consiste donc en une étape E, suivie
d’une étape M, et ce cyle se poursuit jusqu’a la convergence.

L’espérance de la log-vraisemblance des données completes, £c(3,03), est définie comme :

P
E(tc(8,03) | y, 0 ° = E(log [ [ (Pr(yp | B,0,)0(6, | 0,03)) | y, 05 °'*, 3 %)

p=1

P
> E(log(Pr(yy | 8,6,)6(8, | 0,07)) | y, 07 ©4, 5 ') (a)
p=1

I
M~

[ Q0e(Pr(a 1 5,6,)) + los(0(6, | 0.3, | 4.3 4.5 **))ds,.

S
Il
—

ot h(B), | y, o3 °'4, 3 °'?) est la densité conditionnelle des effets aléatoires connaissant les données observées,

les estimations actualisées des parametres fixes et la variance de la distribution des effets aléatoires. Apres
avoir calculé la log-vraisemblance attendue avec les données completes (étape E), celle-ci est maximisée par
rapport a 3 et o3 (étape E).

Notons que U'intégrale impropre n’a pas disparu de la log-vraisemblance attendue des données completes
[eq. (a)]. Ainsi, I'intégrale doit-elle étre approchée par une technique d’intégration gaussienne ou de type
Monte Carlo.

Pourquoi utiliser I'algorithme EM dans ce cas 7 Celui-ci offre trois avantages. Premiérement, cet algo-
rithme garantit qu’a chaque itération la log-vraisemblance marginale augmente, bien que ’algorithme ne
la maximise pas directement [5]. Cela rend l’algorithme numériquement tres stable. Ce n’est pas garanti
lorsque l'intégrale n’est qu'une approximation. Deuxiemement, la log-vraisemblance attendue de I’équation
[a] est écrite sous la forme d’une somme d’une composante décrivant les parametres des effets fixes et d’une
composante décrivant le parametre de variance. Cela signifie que l'estimation de ces deux ensembles de
parametres peut étre effectuée séparemment durant I’étape M, ce qui réduit la dimension du probleme
d’optimisation. En dernier lieu, ’étape M dans l'algorithme EM donne des solutions admissibles pour
certains parametres. Pour les composantes de variance sous une hypothése de normalité, une telle solution
existe. Pour les parametres qui ne possedent pas de solutions admissibles, il est nécessaire de recourir lors
de létape M a une méthode d’optimisation itérative, par exemple la méthode de Newton-Raphson.

Un désavantage de 'algorithme EM est que la convergence vers le maximum n’est généralement pas tres
rapide, en particulier au voisinage du maximum de la vraisemblance marginale. Il existe des variantes de
I'algorithme EM qui permettent d’accélérer la convergence ou de faciliter le calcul de I’étape de maximisation.

Dans le contexte de la modélisation traditionnelle de réponse a I'item en consiérant seulement les indica-
trices des items comme variables prédictrices, I’application de l'algorithme EM présente un autre avantage.
Si 'on considere le modele de Rasch (mais cela reste vrai avec un modele 2PL), le vecteur des parametres
des items (3 peut étre subdivisé en I sous-ensembles disjoints de parametres (dans ce cas, des parametres
individuels), 81, ..., 1, chacun étant associé a un item. Etant donné Deffet aléatoire 0, il y a indépendance
conditionnelle, et par conséquent, la log-vraisemblance attendue peut s’écrire comme une somme de termes
indépendants — un pour chaque item — et chacun peut étre maximisé séparemment. Cette propriété per-
met d’analyser des jeux de données avec un grand nombre d’items (e.g. 50 ou plus), ce qui serait autrement
impossible. La méme proprité s’applique pour les parameétres des individus dans le modele. La composante
liée aux individus dans le modele de régression peut étre vue comme la moyenne non nulle d’une distribution
normale, et de ce fait les coefficients de régression peuvent étre estimés séparemment de la difficulté des
items. Ceci explique la popularité de 'estimation MML avec EM dans le domaine de la psychométrie.
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L’objet de I’'approximation de I'intégrande est d’obtenir une expression telle que 'intégrale de I’approcimationli
possede une solution admissible. Deux types de techniques sont présentées dans les paragraphes qui suivent :
la méthode de Laplace et une classe de méthodes appelée méthodes de pseudo-vraisemblance.
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